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Zusammenfassung—Fiir die Wirmeleitung in einem halbunendlichen Kérper, dessen Begrenzungsebene

eine linear mit der Zeit steigende Temperatur hat, wird mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre eine Losung

abgeleitet. Diese Losung ist bereits bekannt [2]. Es handelt sich lediglich um die Demonstration der

Vereinfachung der Behandlung durch Anwendung der Ahnlichkeitslehre. Neben der exakten Losung

wird eine neue Naherungslosung fiir technische Zwecke angegeben. Auf Moglichkeiten, das Aufheiz-

programm zu variieren und auch Vorginge in Platten von endlicher Dicke zu berechnen, wird
hingewiesen.

DIE AUFGABE

Die Winde, Decken und Béden der Industrieéfen
sind oft plattendhnliche Gebilde. Bei inter-
mittierend betriebenen Ofen steigt und fillt
die Temperatur der Innenseite dieser Winde nach
einem Zeitprogramm. Fiir die Berechnung
solcher Ofen ist es wichtig, zu wissen, wieviel
Wirme dabei aus dem Ofenraum in die Winde,
oder umgekehrt, fliesst.

Zur Schaffung eines Ansatzes wird zunichst
keine Platte von endlicher Dicke betrachtet,
sondern ein sogenannter halbunendlicher Kér-
per, dessen einzige Begrenzung eine Ebene ist.
Als Aufheizprogramm der Begrenzungsebene
wird der einfachste Fall des linearen Tempera-
turanstieges mit der Zeit angenommen.

DER LOSUNGSWEG

Verschiedene Losungswege konnen einge-
schlagen werden. Man kann von den allgemeinen
Differentialgleichungen der Wirmeleitung aus-
gehen, wie sie z.B. von Grigull [1] angegeben
werden, und durch Einfiihrung von passenden
Randbedingungen zu einer Differentialgleichung
fiir den speziellen Fall gelangen. Oder man
kann nach Carlslaw und Jaeger [2] den speziellen
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Fall durch Zuschnitt vorliegender allgemeiner
Losungen beschreiben.

Hier soll ein anderer Weg gezeigt werden, und
zwar der der Anwendung der Ahnlichkeitslehre
in ihrer Eigenschaft als Mittel zur Verringerung
der Anzahl der Variablen durch Umstellung der
Gleichungen von der dimensionsbehafteten
Schreibweise auf die dimensionslose.

DIE GLEICHUNG DES PROBLEMS
Der betrachtete halbunendliche Korper habe
folgende Eigenschaften:

p [kg/m?] Massendichte,
¢ [keal/kg grd]  spezifische Wirme,
A [keal/m h grd] Wérmeleitfihigkeit,

a = Mcp[m*h] Temperaturleitfihigkeit.

Der Parameter der Betriebsweise sei:

w [grd/h] Temperatur-Anstiegsge-
schwindigkeit an der Be-
grenzungsebene.

Die Variablen sind:

x [m] senkrechte Entfernung eines
Punktes im Inneren des
Korpers von der Begren-
zungsebene,

t [h] Zeit,
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# [grd] Temperatur im Punkt v zur
Zeit 1.

Die aufgezidhlten Grossen stehen miteinander
in einem kausalen Zusammenhang. Dafiir kann
man schreiben:

Fi(p. . Aow, x 1,40 = 0. ()

Dies ist die ,,Gleichung des Problems™. F; ist
eine Funktion mit 7 dimensionsbehafteten
Argumenten. Jede physikalisch mathematische
Gleichung, wenn sie im Sinne der Dimensions-
lehre richtig ist, ldsst sich so schreiben, dass
dimensionslose Ausdriicke entstehen. Man muss
hierzu nur die dimensionsbehafteten Argumente
entsprechend zu Potenzprodukten gruppieren.
Im betrachteten Falle 148t sich der durch Gl. (1)
zum Ausdruck gebrachte Zusammenhang z.B.
wie folgt schreiben:

[ S Ry 2
;/v(a'z)w;\ ) @

oder auch
i F X
wi *la(an

Nach dieser Umformung treten in den Gl (2)
und (3) nur noch 2 dimensionslose Argumente
[9/wt und x/+/(at)] auf. Daraus folgt, dass die
Losung, im Koordinatensystem #/wt, x/y (at)
dargestellt, eine einzige Universalkurve ergeben
muss. Schreibt man zur Abkiirzung

. (3)

Y

n Vv(at) )
v ’ Q)
wi
dann lautet Gl. (3):
o= e(u). (6)

DIE DIFFERENTIALGLEICHUNG
Neben den Gl. (4), (5), (6) gilt die Fouriersche
Differentialgleichung der Wirmeleitung. Fiir
den betrachteten eindimensionalen Fall lautet sie
o) )

—a’ . (7

ot ox2
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Die in Gl (7) auftretenden Differentialquotienten
erhélt man durch Differentiation der Gl. (4) und
(5). Damit ergibt sich die folgende Differential-
gleichung:

d?r  u dr

¢ . (. he)
"2 du ! e

du?
Die Randbedingungen sind:

u 0 peo

und

Die Losung

Die Differentialgleichung (8) Idsst sich losen,
indem man sie z.B. durch Substitution in die von
Kamke [3] angegebene Form 2.43 und durch
cine weitere Substitution in die Form 2.41
bringt und die Losung nach eciner Reihe ent-
wickelt. Das Ergebnis lautet

| )n (u/2)2u ER
(4nz - Dn!

2 2
u 4 {
o N

2 Uy
P

o}

el

(9)

Diese Funktion ist mit dem Gaussschen Fehler-
integral

2 z 2 — Ly ZER]
erf (z) = — Jezgd: \( )
ANk !

o v (2n - Dya!
Q)

(1))

verwandt. Man bildet die Funktion erfc (z} -
1 - erf (2), integriert sie, bildet die Funktion
i, erfc (2) /v |7 erfe (z) dz, mtegriert
abermals und bildet die Funktion i, erfc (z) - 1/4
- |% iy erfe (z) dz. Die Funktion
v 4y erfe (u/2) (1
ist mit der in Gl (9) angegebenen identisch.
Damit stimmt die Losung nach Gl. (9) mit der
von Carlslaw und Jaeger [2] angegebenen
liberein.
Nach Gl. (9) berechnete Zahlenwerte sind in
der Zahlentafel 1 angegeben. Bild | reigt die
grafische Darstellung.



Zahlentafel 1. Zahlenwerte der Funktion nach Gl. (9)
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u

v

u

v

0,00
0,05
0,10
0,15
0,20
0,25
0,30
0,35
0,40
0,45
0,50
0,55
0,60
0,65
0,70
0,75
0,30
0,85
0,90
0,95
1,00
1,05
1,10
115
1,20
1,25
1,30
1,35
1,40
1,45
1,50
1,55
1,60
1,65
1,70
1,75
1,80
1,85
1,90
1,95
2,00
2,05
2,10
2,15
2,20
2,25
2,30
2,35
2,40
2,45
2,50
2,55
2,60
2,65

1,00000
0,94482
0,89207
0,84168
0,79357
0,74769
0,70395
0,66230
0,62265
0,58495
0,54913
0,51511
0,48284
0,45225
0,42327
0,39584
0,36991
0,34540
0,32226
0,30043
0,27986
0,26049
0,24226
0,22512
0,20902
0,19391
0,17975
0,16648
0,15406
0,14245
0,13160
0,12147
0,11202
0,10322
0,09503
0,08741
0,08033
0,07376
0,06766
0,06202
0,05679
0,05196
0,04749
0,04337
0,03957
0,03607
0,03285
0,02989
0,02717
0,02467
0,02239
0,02029
0,01837
0,01662
0,01503
0,01357
0,01224
0,01103

2,90
2,95
3,00
3,05
3,10
3,15
3,20
3,25
3,30
3,35
3,40
3,45
3,50
3,55
3,60
3,65
3,70
3,75
3,80
3,85
3,90
3,95
4,00
4,05
4,10
4,15
4,20
4,25
4,30
4,35
4,40
4,45
4,50
4,55
4,60
4,65
4,70
4,75
4,80
4,85
4,90
4,95
5,00
5,05
5,10
5,15
5,20
5,25
5,30
5,35
5,40
5,45
5,50
5,55
5,60

0,00993
0,00893
0,00803
0,00721
0,00646
0,00579
0,00518
0,00463
0,00414
0,00369
0,00329
0,00293
0,00261
0,00232
0,00206
0,00183
0,00162
0,00143

0,00003
0,00003
0,00002
0,00002
0,00002
0,00001
0,00001
0,00001
0,00001
0,00001
0,00001
0,00001
0,00000

1-0

ved/wt
4
(&
—
4
4

o o5 0 -5 30

5
u= x//(af)

BiLpb 1. Grafische Darstellung der Gl. (9) (ausgezogen)
und Gl. (17) (gestrichelt).

Fiir technische Berechnungen wichtig ist das
Temperaturgefille (d#/dx), an der Begrenzungs-
ebene, d.h. bei x = 0. Nach GL (9) ist

dv 2
(aﬁ)o: ~n = — 1,1284. (12)

Andererseits ist nach Gl. (4) und (5):

dd d
£:WJ®E5 (13)

Aus Gl. (12) und (13) folgt:

(a),= v G 00

Damit ist die Wairmeflussdichte g, an der
Begrenzungsebene:

dd 2
0=~ (Ge), = o v VO, 19

EINE NAHERUNGSLOSUNG
Fiir technische Zwecke ist es wiinschenswert,
neben der exakten aber etwas schwerfilligen
auch iiber eine einfache, wenn auch nicht ganz
genaue Niherungslosung zu verfiigen. Diese
Losung soll folgenden Anforderungen geniigen:
Der fiir den Wirmefluss an der Stelle x = 0
massgebende Differentialquotient (dv/du), ist in
Gl (12) angegeben. Das fiir die im Korper
gespeicherte Warmemenge massgebende Integral

ergibt sich aus der genauen Losung zu

“ 4
vdu = —— = 0,7523. 16
[Foa=5 (16)
Die Werte nach Gl. (12) und Gl (16) sollen
auch fiir die Niherungslésung genau zutreffen.
Diesen Anforderungen geniigt folgende Glei-
chung:
v=1— 11284 u + 0,4361 11558, (17)
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Von der Potenzrethe in Gl. (9) ist hier nur das
erste Glied der Summe libernommen. Der Rest
ist annidhernd durch eine Bruchpotenz von u
ersetzt. Zum Vergleich mit der exakten Losung
ist auch GI. (17) in Bild | grafisch dargestellt.

Nach GI. (17) hat ¢ bei u = 2,4690 eine
Nullstelle mit waagerechter Tangente. Mit u
nach GI. (4) ergibt sich daraus fiir die Eindring-
tiefe x der ,,Temperaturfront** in Abhéngigkeit
von der Zeit 7:

X == 24690 . \/(ar). (18)

Die Temperatur an dieser Stelle ist nur anné-
hernd gleich null. Nach der exakten Losung
betrdgt sie dort schon rd. 2.4°; der Temperatur
an der Begrenzungsebene.

VERANDERLICHES AUFHEIZPROGRAMM

Wirmeleitvorginge konnen einander super-
poniert werden. Davon kann man Gebrauch
machen, wenn man die Temperaturanstiegsge-
schwindigkeit w nach Programm &ndert, was
z.B. bei keramischen Brennprozessen der Fall
ist. Dabei kann man folgendermassen rechnen:

Von der Zeit r -~ 0 an bis zur Zeit 7 = 1,
steigt die Temperatur J, von #, -0 an mit
einer Geschwindigkeit w;. Dieser Vorgang ldsst
sich nach Gl. (9) bzw. (17)und Gl. (15) berechnen.
mit ¥ und ¢ nach Gl. (4) bzw. (5).

Von der Zeit ¢+~ f; bis zur Zeit ¢ = 1, soll dic
Temperatur-Anstiegsgeschwindigkeit den Wert
w, haben. Dann nimmt man einerseits an, dass
der Vorgang mit der Aufheizgeschwindigkeit w,
unverdndert weiter lduft, Dem iiberlagert man
einen weiteren Vorgang, bei dem der Tempera-
turanstieg an der Begrenzungsebene mit der
Geschwindigkeit (w, — w;) vor sich geht. Die
Zeit als Argument bei der Berechnung dieses
Vorganges ist mit (¢ -- #,) einzusetzen.

Finden noch weitere Geschwindigkeitsénder-
ungen statt, dann sind nach Bedarf weitere
Vorginge zu liberlagern, bei denen w auch
negativ sein kann. So kann man Vorginge
verfolgen, bei denen die Temperatur im Inneren
eines intermittierend betriebenen Ofens z.B.
zuerst Jangsam, dann schneller ansteigt, spéiter
eine gewisse Zeit auf bestimmter Hohe gehalten
und schliesslich wieder gesenkt wird.

S. TRAUSTEL

PLATTEN VON ENDLICHER DICKE

Ofenwiinde sind keine K&rper von unendlicher
Tiefe. sondern Platten von endlicher Dicke. Das
spielt dann keme Rolle, wenn die Zeit bei
einem betrachteten Vorgang so kurz ist, dass dic
Temperaturfront noch nicht bis zur anderen
Begrenzungsebene der Platte vordringt. Bei
linger dauernden Vorgingen kann die endliche
Dicke der Platte dadurch beriicksichtigt werden.
dass man Vorginge. die in halbunendlichen
Korpern stattfinden, in geeigneter Weise einander
liberlagert. Mit solchen Vorgingen hat sich
Leitner [4] ausfiihrlich beschiftigt.

Hier sei nur ein Beispiel herangezogen. by
handle sich um eine Platte von der Stiirke s.
An der einen Seite der Platte (v - 0) steigt die
Temperatur mit der Geschwindigkeit i, withrend
die Temperatur der anderen Seite (x = §) kon-
stant auf null gehalten wird. Diese Randbeding-
ungen lassen sich einhaiten. wenn man folgende
Vorginge in halbunendlichen Korpern super-
poniert.

Begrenzungs- Temperatur Als Ortsko-

ebene liegt bei  steigt mit der  ordinate ist i
N o Geschwindigkeit die Gl. (9) bzw.

(17) einzuset-

zen

(1)
(2)
(3)
(4
(5)

w

Bt O
P - I 2

usw. Je lingere Zeit der Vorgang andaucrl,
d.h. je grosser die Eindringtiefe nach Gl (18)
wird, desto mehr Teilvorgiinge miissen super-
poniert werden.
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Abstract—Applying the theory of similarity, a solution is derived for the conduction of heat in a semi-

infinite body, in which the temperature of the limiting surface is a linear function of time. This solution

is already known [2]. This treatise demonstrates the simplification of the treatment applying the theory

of similarity. For technical purposes a novel approximation to the exact solution is given. A possibility

is indicated to vary the time schedule of the surface-temperature, and to compute the temperature in
bodies of finite thickness.

Résumé—L’application d’une loi de similitude permet de trouver une solution pour la conduction
thermique dans un corps semi-infini, la température de la surface limite étant une fonction linéaire
du temps. Cette solution est déja connue [2]. L’étude montre la simplification du calcul apportée par
Papplication de la loi de similitude. Une approximation récente de la solution exacte pour des prob-
lemes techniques est exposée. Un moyen de tenir compte de 1’évolution en fonction du temps de la
température de surface et de calculer la température dans des corps d’épaisseur finie est indiqué.

Ansoranug—C 1IOMOHIBIG TEOPUM NOJOGMA BBIBOJUTCA pelIeHHe TEIIONPOBOSHOCTH B

Hoy0eCKOHEYHOM Tejxe, B KOTOPOM TeMIepaTypa OIDAaHMYMBAIOIIE OBEPXHOCTH eCTb

anueiiHaA QyHKUUA Bpemenu. Pemenne sTo y:e usBecTHO B sureparype [2]. B crathe nmpu-

BOAUTCS YIPOLIEHNE STOTO METOZA ¢ MOMOWIBIO Teopuu mogobus. laeTca HOBoe NpUGAMHeHNE

K TOYHOMY pPeNIeHN:0, UCMNOJb3yeMOe B TeXHHMUYECKHUX pacueTax. I[[okasaHa BO3MOMHOCTD

HUBMEHEHHA TMPOrPAMME HArpaeB IIOBEPXHOCTH, 4 TAKHE paccyeTa TeMHEpPATYPH B Tejax
KOHEYHOI TOJIIMHE.



